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Codes linéaires

1 Le besoin de structure
Code sur un alphabet [¢] = {1,2,...,¢}

C: g — [a"
La mise en mémoire requiert: n x ¢*, prohibitif!

Idée: Imposer de la structure sur C' pour limiter la mémoire.

Definition 1 Soit F, un corps.
C est un code linéaire si c’est un sous-espace vectoriel de Fy. On le note

(n, k,d],.

Remarque A partir de maintenant tous les codes que 1’on va étudier seront
des codes linéaires.

2 Représentation G, H

Definition 2 Le rang d’une matrice € ]F’;X" est le nombre mazximal de lignes
(ou colonnes) indépendantes.

Definition 3 Une matrice est dite de rang plein si son rang est min(k,n).

Theorem 4 Si S CF} est un sous espace-lincaire

1. |S| =q¢* k > 1, k étant la dimension de S.
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2. vy, vg, ..., 0 €S appelés base de S tq. Vo € S,

k
T =3 a0 = (ar,az,...,a;) - G
U1
V2 5 : (S L0
avec G = | . | appelée matrice “génératrice” de S.
Uk

3. dH matrice € an_k)m de rang plein tq. H -27 =0,V € S
H étant la matrice de parité.

J. GLH & G- HT =0.

Lemma 5 Soit k < n G une matrice k Xn génératrice de S1, H une matrice
de parité de dimension (n — k) x n du sous-espace Sy tq. G- HT =0. G et
H sont supposées de rang plein.

Alors S1 = 5.

Preuve

1. 51§52
ceS=eFtq c=y-G=cH =y-G-H =0carG-H" =0
= c€S,.

2. S5 C S5
H est de rang plein = dim (Ker (H)) = n—dim (Im (H)). Or Ker (H)
Sy et dim (Im (H)) = n—k. Donc dim (Ker (H)) = k = dim (Ss2) = k.

De plus G de rang plein = dim (S;) = k.

LS =85,

Conséquence 6 Tout code linéaire [n, k, d] o beut-étre représenté avec:
min (n-k,(n —k)-n) =0 (n?) # exp(O(n))!

Complexité du codage: C'(m) = m - G, ou m est un vecteur-ligne de taille k
et G une matrice de taille & x n.
La complexité est en O (k X n).




3 Distance minimale d’un code linéaire

Proposition 7 Pour un code C [n, k;,d]q, d = min.zyec wit(c).

Preuve d = min, yec ory A (2,y) = Ming yeo zzy A (7 —y,0)

Or A(x —y,0) =wt(z—y).

Donc d = min ec, 20 wt (c).

En effet, la borne inférieure de la quantité A (z — y,0) est atteinte car si 'on
prend deux éléments, on peut toujours arriver a obtenir c¢. Par exemple, on
choisit r =c,y =0. &

Proposition 8 Pour un code [n, k, d]q de matrice de parité H, d est le nom-

bre minimal de colonnes linéairement dépendantes (preuve: Hcel = 0 pour
tout élément dans le code et donc le ¢ de poids minimal correspondra au
nombre minimal de colonnes linéairement dépendantes).

4 Code de Hamming

Definition 9 Pour tout entier r > 2 un code de Hamming (binaire) a pour
matrice de parité H, telle que :

10
01
0 0

O = =
— O O

H, =

_ O =
—_ = = =

ot la 1™ colonne est la représentation de i en binaire (1<i<2"—1)sur

r bits. Doncr=n—Fk, t.e., k=n—r.

Proposition 10 Pour tout r > 2 le code de Hamming a distance minimale
égale a 3.

Preuve Les colonnes de la matrice sont deux a deux indépendantes, donc
d>3. Deplus H + H>+ H>=0et doncd=3. ®
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Observation 11 (Code et borne de Hamming) Par la borne de Ham-
ming
d—1
0] Vol(n, |£52)) < 27
Pourd=3 on a 1

cl<ar.
‘ ’_ n+1

car Vol(n,1) =n+ 1. Il suit que
logy(|C]) < n —logy(n+1).
Pour le code de Hamming,
n=2"—1=r=logy(n+1)

et donc

log, |C| =k =n—r=n—1logy(n+1).
On déduis que les codes de Hamming atteignent la borne de Hamming.
Observation 12 Un code atteignant la borne de Hamming est dit parfait. 11

existe d’autres codes parfait, par exemple, le code [n,1,n]s, ainsi que d’autres
codes du a Golay.

4.1 Décodage code de Hamming

1. Algo 1 : MAP. la complexité est en 200" | (besoin de lister tous les
mots codes).

2. Algo 2 : Dans le cas ot une erreur se produit au maximum par mot
code envoyé on a y? = ¢! + el avec




Alors
Hy= Hc+ He = He

yeme

ce qui correspond a la ¢ colonne de H (i étant la position du 1 dans
e et donc de 'erreur dans y).

Complexité: O(nlogy(n)) (un seul calcul matriciel a faire).

Remarque: Hy est appelé le syndrome de y.

5 Codes MDS : maximum distance separable
Rappel : la borne du singleton nous dit que pour tout code
d<n—k+1l=r+0<1l1=r<1-4.

Definition 13 Un code est dit MDS (mazimum distance separable) si d =
n—k+1.

Proposition 14 Si un code est MDS alors tout ensemble de k coordonnées
définit les mots code de maniére unique.

Preuve Voir preuve borne de Singleton. B
Definition 15 Soit C' un code avec " mots codes sur F, et de longueur n.
Soit J un sous-ensemble de {1,2,..,n} de coordonnées. J est un ensem-

ble d’information si pour tout mot code, les composantes de J le détermine
entierement.

Corollary 16 Pour un code MDS, tout J avec |J| = k est un ensemble
d’information.

Conjecture 1 Tout code linéaire [n, k], MDS satisfaitn < q+1 si1 <k <gq
sauf siq=2" etk =3 ouk =q—1, auquel cas on an < q+ 2.
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